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Algoritma Analizi Cercevesi

« Algoritma Analizinde G6z Oniinde « Girdi Bayuklagunun Olgulmesi
Bulundurulmasi Gerekenler Neler? » Caligma Zamani Olgl Biriminin Belirlenmesi
— Algoritmanin Dogrulugu (Correctness) e« BlyUme Derecesi (Order of Growth)

— Zaman Verimliligi (Time Efficiency) * En k6tU durum, en iyi durum, ortalama

— Bellek Alani Verimliligi (Space durum degerlendirmeleri

Efficiency)

* Gelisen donanim teknolojisi ile artik gok

dnemli degil

— Uygunluk, en iyilik (Optimality)

Eng: Abdulrahman Hamdi



oo

Algoritma Verimliligi

Algoritma verimliligi 3 baslik altinda
incelenir bunlar:

1. Verimlilik / Etkinlik (Efficiency)

2. Basitlik (Simplicity)

3. Genellik (Generality)

Bu Ug¢ bagslik icerisinde dl¢ulebilir olan

yani algoritmada bir iyilestirme yapip

yapmadigimizdan emin olabilecegimiz
tek baslk verimliliktir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

*Bir algoritmanin verimliligini iki alt baglikta
inceleyebiliriz bunlar :

1. Zaman Verimliligi (Time Efficiency)

2. Hafiza Kullanim Verimliligi (Space Efficiency)
Burada zaman verimliligi, bir algoritmanin ne
kadar hizli olduguyla ilgilenir. Hafiza kullanim
verimliligi ise bir algoritmanin bellekte ne kadar
az yer kapladigi ile ilgilenir. GinUmuzde artik
bilgisayarlardaki depolama kapasiteleri gok
yUksek oldugundan hafiza kullanim verimliligi
zamanla énemini kaybetmistir, fakat zaman
verimliligi hala ¢ok genel bir konudur. Bizde bu
derste zaman verimliligi Gzerinde duracagiz.



Algoritma Verimliligi

Zaman Verimliliginin Olgilmesi, Bir
algoritma igin zaman verimliligi saat,
saniye, gun vb. olarak bilinen zaman
birimleri ile 6lgtlmez. Cunka bdyle bir
6lcum, kullanilan islemciye veya
donanima bagli olarak degisebilir.
Hatta bir algoritmanin ayn bilgisayarda
farkli strelerde galigmasi olasidir
(bilgisayarin o anki is yuki bunda etkili
olabilir).

Eng: Abdulrahman Hamdi

Bunu yerine bir algoritmanin zaman
verimliligini o algoritmanin aldigi
girdinin bir fonksiyonu olarak ifade
edecegiz. Burada yaptigimiz temel
varsayim “algoritmalar buyUk girdilerde
yavas, kuguk girdilerde hizli caligir.”
varsayimidir. Bu sekilde algoritmanin
buyUk girdilerde ne kadar yavas
calisabilecegi hakkinda bir fikrimiz olur.



Girdi Buyikliginiun Olciilmesi

Girdi Buyuklagianan Olgilmesi / ifade Fakat eger bir kare matris varsa (yani
Edilmesi, Bir algoritma icin girdi satir sayisi sUtun sayisina esitse)
blayukligunun (input size) nasil ifade toplam eleman yerine satir veya sutun
edilecegi algoritmadan algoritmaya sayisi kullanilir. Girdi olarak bir

degisir. Girdi olarak bir dizi alan bir tamsayiyi alan bir algoritma icin girdi
algoritma i¢in girdi bayukItgu bu buyudklugl genelde bu sayinin ikilik
dizinin eleman sayisidir (yani dizi sistemdeki basamak sayisidir dyle ki
uzunlugu). Girdi olarak bir matris alan bir k tamsayisiicin bu b = | log; k |+1
bir algoritma icin girdi buyUklGgu bu le bulunabilir (burada L 1 operatéri
matristeki toplam eleman sayisi yani floor operatéradar).

bu matristeki toplam satir ve sttun
sayisinin garpimidir.

Eng: Abdulrahman Hamdi



Girdi Buyikliginiun Olciilmesi

— Tum algoritmalar igin buyUk girdiler » Matrislerin derecesi mi? Eleman
Uzerinde galisma suresi daha uzundur Sayilart mi?

« Buyuk dizi icinde arama — Yazim hatasi programi

* BUyUk boyutlu matrisleri carpma » Karakter Sayisi mi? Kelime Sayisi mi?

— Algoritmaya girilen veriyi belirten n
degerinin belirlenmesi

dnemli

* Bazi algoritmalar i¢in kolay

— Arama, siralama, eleman sayisi bulma
* Bazi algoritmalar icin degil

— Iki matrisin garpimi

Eng: Abdulrahman Hamdi



Zaman Verimliligi

Tanim:

Bir algoritmanin zaman verimliligi bu
algoritmanin temel operasyonunun
(basic operation) toplam galigma
sayisiyla ol¢ular ve T(n) ile gosterilir
(burada n algoritmanin girdi
bayukluguni temsil etmektedir).

Eng: Abdulrahman Hamdi

Temel operasyona érnek verilmek
istenirse, bir siralama algoritmasi igin
iki sayiyi kiyaslamadir, ilk hafta
notlarinda gésterilen ebob’u bulan
Oklid algoritmasi igin mod almadir. Yani
temel operasyon bir algoritmada en
cok tekrar eden, algoritmanin toplam
caligma suresi icersinde en ¢cok zaman
harcanan operasyondur.



Zaman Verimliligi

Bir Algoritmanin Calisma Zamani Bu yUzden dig etkenlere bagimli

— Caligtigi bilgisayar sisteminin hizi olmayan bir élcim yolu bulunmalidir
— Algoritmanin kullanildigl programin — Bir yaklagim: Algoritma icerisindeki
kalitesine tum iglemlerin kag kere

— Makine kodunu ureten derleyici gibi gerceklestiginin sayllmasi

etkenlere bagimhdir * Zor ve Gereksiz

— Bir diger yaklagim: Algoritma
icerisindeki temel igslemin belirlenip,
kac kere gerceklestiginin sayllmasi

Eng: Abdulrahman Hamdi



Zaman Verimliligi

« Zaman verimliliginin teorik Girdi BU‘/Uk|U8U

incelenmesi

— Zaman verimliligi girdi Gzerindeki =~ C C n

temel iglemin tekrar sayisi Uzerinden /' op

degerlendirilir Kosma slresi  Temel islemin emeliglemin

— Temel iglem Calisma stresi gerceklesme Sayisi

+ Algoritmanin galigma stresince en
cok gerceklestirilen iglem

Eng: Abdulrahman Hamdi



Zaman Verimliligi

» Temel iglemin belirlenmesi

— Genellikle en ¢ok gerceklesen iglem
— Genellikle en i¢c déngude yapilan
islem

+ Siralama algoritmalari igin
karsilagtirma

» Matematiksel igslemler icin genellikle 4
islem

— [ en uzun islem, sonra *, + ve —

Eng: Abdulrahman Hamdi

* Cop:

— Bir algoritmanin temel igleminin bir
bilgisayardaki ¢galigma stresi

sC(n):

— Temel iglemin gerceklegsme sayisi
*T(n):

— Algoritmanin uygulandigi programin
calisma suresi

*T(n) = cop C(N)

— Bu formultn yaklagik ve tahmini bir
deger verdigi unutulmamali



Zaman Verimliligi

T(n) = cop C() Cn) = %n(n ~ )= %nz — Zln ~ %nz
— Bu programi 10 kat hizh bir
bilgisayarda ¢alistirsak ne kadar hizli
sonug alinz? T(2n) _ copC@2n) 7(2n)’ _4
« Cevap : 10 kez T(n)  ¢,pCon) $n?

C(n) = sn(n — 1) ise girdiyi iki kat
buyutarsek ¢calisma zamani ne kadar
artar?

Eng: Abdulrahman Hamdi



Zaman Verimliligi

Simdi n satira ve n sttuna sahip iki kare
matrisin toplamini bulan bir algoritma igin
T(n)'l hesaplayalim.

matrisTopla(A[@,..,n-1,0,..,n-1], B[O,..,n-
1,0,..,n-1])

// Girdi: n satir ve n situndan olusan A
ve B matrisleri

// Gikti: A ve B matrislerinin toplami C

for i = ©’dan n-1’e // n kere tekrar
eder
for j = @’dan n-1’e // n kere tekrar
eder

C[i, j1 = A[i, 3] + B[i, 7]

return C

Eng: Abdulrahman Hamdi

bu algoritmanin temel operasyonu toplamadir
ve n satir, n sGtuniginn X n = n?

kez toplam yapilir. O halde T(n) = n? olur.

soru: matrisTopla algoritmasinin aldigi matrisler
iki kat bayUrse yani yeni alinan matrisler 2n satir
ve sutundan olugursa bu algoritma kag kat
yavaglar?

cevap: Yeni durum i¢in zaman verimliligi

T(2n) = n? olur. Bu verimlilik bir 6nceki durumla
T(2n) _ 4n?
T(n)  n?
algoritmasinin toplam caligma suresi toplam
4 kat artar.

Kiyaslanirsa = 4 olup matrisTopla



Zaman Verimliligi

Simdi yine n satir ve n siituna sahip iki matriis@Car‘%(_q[]@),..., n-1,0,.,n-1], B[O,..,n-

kare matrisin garpimini dénen bir // Girdi: n satir ve n siitundan olusan A

algoritma yazalim ve T(n)'i hesaplayalim. ve B matrisleri

Bu hesaptan 6nce su bilgiye géz atalim. /1 ?ngl_ﬁllSlA ve B’nin carpimi olan C

BILGI: n x n boyutundaki A ve B

matrislerinin carpimindan olugsan C for i = @’dan n-1’e // n kez calisir
e . .. for j = @’dan n-1’e // n kez ¢alasir

matrisini i. satirinin j. elemani ( C[i,j] ) Cli, j] = ©

A'nin i. satirn ve B'nin j. sGtunun i for k = @’dan n-1’e // n kez

T v e Call$1r\

carpimindan elde edilir. [ki vektoérin i Cli, 5] += A[i, k] * B[k, 5]

carpimi da karsilikli elemanlarin ¢arpilip,

bu ¢arpimlarin toplanmasiyla olusan bir return C

sayidir.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Zaman Verimliligi

matrisCarp(A[9,..,n-1,0,..,n-1], B[9,..,n-

1,0,..,n-1])

// Girdi: n satir ve n situndan olusan A

ve B matrisleri

// Cikti: A ve B’nin c¢arpimi olan C

matrisi

for i = ©°’dan n-1’e // n kez calisir
for j = ©’dan n-1’e // n kez ¢alisir
C[i, j] = o
for k = ©’dan n-1’e // n kez
calisir
C[i, j] += A[i, k] * B[k, J]

return C

Eng: Abdulrahman Hamdi

Buradan X n xn = n3 kez toplama yapilr. O
halde T(n) = n3 'tir.

Girdi bayuaklaguanuan iki kata ¢gikmasi

T(2n) _ ﬁ B

T(n) n3

olup bu algoritma 8 kat yavaslar. Yani baska
bir deyisle 8 kat fazla bir zamana ihtiyag
duyulur.

durumunda



Zaman Verimliligi

Simdi aldigi n bayuklugunde bir dizinin en Bu algoritmada en ¢ok tekrar eden, toplam
buyUk elemanini dénen bir algoritma calisma zamanin en bUyUk bélimuadni tiketen iki
yazalim ve T(n)'i hesaplayalim. sayinin kiyaslanmasidir, bu temel operasyondur

ve n kez tekrarlanir. O halde maxBul igin

r}l?xgl{%ép‘[@n elerjr-lgl?lll A dizisi T(n)=n'dir. Bu algoritma igin girdi buyuklugu 3

// Cikti: A’nin en buyuk katina gikar, 3 kat buayuk diziler alirsa, T(3n)=3n
elemani olur. Yani zaman verimliligi 3 kat azalir. Onceki iki
maXDeger‘ « -0 algoritmanin aksine algoritmanin galigmasi

for i = ©@°dan n-1’e icin ihtiyag duyulan zaman Ustel olarak degil

if A[1] > maxDeger

lineer olarak artar.
maxDeger <« A[i]

return maxDeger

Eng: Abdulrahman Hamdi



Zaman Verimliligi

Soru: Bir algoritmanin zaman verimliligi her
zaman yalnizca girdisinin bayukligune mi
baglidir? Bir algoritmanin ne kadar surede
calisacagina girdi buyUklugu haricinde
bagka faktérler de etki edebilir mi?

Bu sorunun cevabi i¢in asagidaki
algoritmaya bakalim. Basitge bu algoritma
girdi olarak aldigi n buyuklugtundeki bir
dizinin i¢inde bir K degerini arar, eger K bu
dizinin iginde ise K'nin bulundugu dizinin
indisine doner, eger K yoksa -1'e déner.

Eng: Abdulrahman Hamdi

siraliArama(A[©,..,n-1], K)

// Girdi: n elemanli A dizisi, K
degeri

// Cikti: K, A’nin ig¢inde ise K’nin
bulundugu indis, degilse -1

i « © // Arama indisi

while i < n ve A[i] # K // K
bulunmuyorken ve dizinin ig¢indeyken
i+=1

if 1 < n ise // Bu, K’nin
bulundugunu gosterir
return i

else
return -1



Buyume Derecesi

— Kucuk girdi boyutlari ile bir algoritmanin etkinliginin degerlendirilmesi saglkl degil

«  Algoritmalarin analizi icin 6Gnemli olan ¢esitli fonksiyonlarin degerleri (bazilar yaklasik)

n log,m n n log, n n? - 2" n!

10 3.3 w3310 10° 10° 107 3.6-10°
102 6.6 10?2 66107 104 106 131030 9.3.10157
107 10 (UG W15 (1 108 10°

104 13 1t 130° 108 1012

10° 17 10° 1.7-106 1010 1015

106 20 106 2.0.107 1012 108

Eng: Abdulrahman Hamdi



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

* En k6t durum *  En Kéti Durum
— n boyutunda girdi Gzerinden en ylksek ALGORITHM  SeguentialSearch(A[0.n — 1], K)
deger //Searches for a given value in a given array by sequential search

{Input: An array A[0..n — 1] and a search key K

* Eniyi durum _ :
f/{Output: The index of the first element in A that matches K

-n bOYUtunda gll’dl Uzerinden en dU§Uk deger it or —1 if there are no matching elements
* Ortalama durum ‘ ;—1“_ dA £ K d
L. . while 1 < n an f ]
— n boyutunda girdi icin «ortalama» deger P il
* Tipik bir girdi icin temel islemin kag kere if i <nreturn

else return —1

oldugu

* En kétu ile en iyinin ortalamasi degil

» Temel iglem sayisi olarak bir olasilik dagilimi
icerisinden rastgele bir degisken degeri
beklenir

Eng: Abdulrahman Hamdi



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

« Sirali arama igin  Eniyi Durumincelemesi

— En kétd durum: Aranan degerin dizide ALGORITHM  SequentialSearch(A[0.n — 1], K)

bulunmamasi //Searches for a given value in a given array by sequential search
* N boyutunda girdi igin maksimum sayida /Mnput: An array A[0..n — 1] and a search key K
[/{Output: The index of the first element in A that matches K
kar§|la§t|rma i or —11if there are no matching elements
-C n) =n i0
W"f“_‘( ) . o _ while i < n and A[i] £ K do
* En k&tU durum incelemesi bir algoritmanin Peit1

if 1 =< nretorn s

calisma zamani agisindan Ust sinirini belirler
clse return —1

Eng: Abdulrahman Hamdi



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

Bu algoritmanin kag adimda sonuca ulagacagi her
zaman kesin degildir. Eger sansli isek K, dizinin ilk
(O.indis) hucresindedir. Bu durumda toplam adim

sayisi 1 olur ve T(n) = 1 diyebiliriz. Bu

en iyi durum senaryosu zaman verimliligidir
(best-case time efficiency). Bazi kaynaklar bu
durumda T(n) yerine Cppq:(n) gésterimini

kullanirlar.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Yanindaki durumun zitti olarak K, dizinin son
hicresinde olabilir ya da dizide hi¢ olmayabilir.
Bu durumda siraliArama algoritmasi maksimum
saylida yani n defa calisir ve bu durumda T(n) =n
olur. Bu en k&t durum zaman verimliligidir ve
bazen Cy s (n) ile gosterilir (worst-case time
efficiency)



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

- Ortalama Durum incelemesi

Bu sekilde girdinin baglangi¢ durumuna
gore algoritmanin zaman verimliliginin
degistigi durumlarda genelde Ty, st (1)
yeni en kétu durum verimliligi dikkate alinir.
Bdylece basimiza gelebilecek en kot
durumda algoritmanin ne kadar verimli
olabilecegi hakkinda fikrimiz olur.

En iyi durum zaman verimliligi ve en kétu
durum zaman verimliligine ek olarak -bazi
durumlardaortalama durum zaman
verimliligi (average-case time efficiency)
de hesaplanabilir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Basitce, bu “ortalama olarak elimizdeki algoritma
ne kadar verimlidir” sorusuna bir cevap bulmamizi
saglar.

Ortalama durum zaman verimliligini hesaplarken
olasilik hesabindan faydalaniriz. Temel olarak

T(n) bir (ayrik) rastgele degiskendir, baglangic
durumuna goére degisir. T(n)'nin beklenen degeri
E[T(n)] bize ortalama durum zaman verimliligini
verir.



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

Hatirlarsak, diyelim ki bir X rastgele
degisken x4, x;, x3, ..., X} degerlerinden birini
alsin. Bu durumda X'in beklenen degeri
E[X] =x1.P(X =x1) + x,. P(X = x3) +

x3P(X = x3) + -+ + x. P(X = x3) ile hesaplanir.
Simdi siraliArama algoritmasi igin ortalama durum
zaman verimliligini hesaplayalim.

Varsayalim ki K'nin arama yapilan dizinin ig¢inde
olma olasiligi p olsun (bu durumda bu dizinin
icinde olmama olasiligi (1 — p) olur). Ve yine
varsayalim ki K'nin dizinin her bir hiicresinde olma
olasiligi ayni olsun. Bu durumda K'nin n

uzunlugundaki bir dizinin herhangi bir hticresinde
olma olasilig % olur.

Eng: Abdulrahman Hamdi

K dizisinin ilk hticresinde ise T(n) = 1 olur ve

bunun olma olasilig: > ‘dir.
K dizisinin ikinci hlicresinde ise T(n) = 2 olur ve
bunun olma olasiligi %’dir.

K dizisinin son hlcresinde ise T(n) = n olur ve

bunun olma olasilig %’dir.

Ya da K dizinde olmaz. Bu durumda dizinin n adet
hicresinin tamami tarandigi icin T(n) yine n olur
ve bunun olma olasilhgi (1 — p) olur.



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

Coem=[1-242. 24 i By Blpn - p
n n n n

=f[1+2+--~+i+---+n]+n(1—p)

_pnntD
- 2

P+ 1)

+n(l—p)= +n(l— p).

Simdi bunu biraz inceleyelim. Eger K bu
dizinin i¢inde ise p=1olur.

Bu durumda Cyyp,g(n) = nTH olur. Bu da su
demektir aradigimiz deger dizinin
icerisinde ise sirali Arama algoritmasi ile

dizinin yaklagik olarak yarisini gezeriz ya
da yarisindan biraz fazla gezeriz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Eger aranan deger bu dizinin igcinde degilse p = 0
olur. Bu durumda Cyy,5 (1) = Cypprse(n) = n olur.
Yani algoritma n kez galigir, dizinin tamami gezilir.
Sirali arama igin:

— Standart kabule goére

basarill bir aramanin

olasiligip(0<p<1)

— Ilk kargilagtirmada

p

bulma olasiligl her hangi bir i degeri icin ayn. -

— Bulunamama olasiligi
*n.(1-p)



En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

soru: Aldig1 bir dizide birbirinin ayni iki eleman olup
olmadigina karar veren agagidaki algoritma

icin Cyyorse (M) yani en kétl durum zaman verimliligi ™
nedir ?

ayniElemanVarMi(A[9,..,n-1])

// Girdi: n elemanli A dizisi

// Gikti: Eger A’da birbirinin =2
aynl elemanlar varsa true,
yoksa false

for i = ©’dan n-2’ye
for j = i+1°den n-1’e
if A[1i] == A[J]] i=n-2
return true

return false

Eng: Abdulrahman Hamdi

1 2
i i




En iyi, En Kotu, Ortalama Durum

En kétd durumda birbirinin ayni elemanlar
dizinin son iki hucresindedir. Ya da dizide
birbirinin hi¢ ayni eleman yoktur. Iki
durumda da maksimum sayida
karsilagtirma yaplilir ve algoritma en uzun
calisma zamanina sahip olur. Bu durum
oldugunda toplam ka¢ defa kiyaslama
olacagini sayalim, bu da bize C,,,.s:(1)'i
verir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

i=0 i¢in j=1, 2, ..., n-1degerini alir. Toplamda n-1
adet kiyaslama olur.

i=1i¢in j=2, ..., n-1degerini alir. Toplamda n-2 adet
kiyaslama olur.

i=2 i¢in j=3, 4, ..., n-1degerini alir. Toplamda n-3
adet kiyaslama olur.

i=n-2 i¢in j=n-1 degerini alir. 1 adet kiyaslama

yapillir.

Tum bu kiyaslama sayilarini toplarsak:

(n—1).n
2

ChorstmM)=(n—1D)+n-2)+--+1=



Asimptotik Analiz

* Asimptot:

Bir fonksiyonun asimptotu, bu fonksiyonunun
sonsuzda (yani sonsuz buyuklukte degerler
alirken) yaklastigi dogru ya da egridir.

Biz de T(n)'nin gok buyuk girdiler (buyuk n'ler)
almasi durumunda en fazla ne kadar
blylyebilecegine karar verebilmek igin T(n)'nin
asimptotlarini bulacagiz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

* BuyUme derecesi degerlendirilirken 3 farkli notasyon kullanilir
- O (Big Oh)

- Q (Big Omega)

- 0 (Big Theta)



Yukaridan asagi ok ydninde buyUme oranlari

artmaktadir

Not: Eger n”’mi yoksa 2"'mi daha hizli bayur diye

Asimptotik Analiz

karistirlyorsaniz sdyle dustnebilirsiniz:
n?de n yalnizca bir tabandir.

- Ne kadar buyuk olursa olsun iki defa gcarpim

olurrnxn

- 2"de ise n tekrar sayisidir, toplam ¢carpim

sayisidir; n arttikga toplam garpim sayisi artar.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Sinif

log n

n

nlog

n

2n

n!

Isim

sabit (constant)

logaritmik

(logarithmic)

dogrusal (linear)

dogrusal-
logaritmik

(linearithmic)
kuadratik
(quadratic)

kiibik {cubic)

iistel (exponential)

faktoriyel

(factoriaf)

Agiklamalar

En iyi durum verimlilikleri disinda, makul &rnekler ¢cok azdir ¢linkd bir
algoritmanin ¢alisma siresi genellikle giris boyutu sonsuza ulagtiginda

sonsuza gider.

Genellikle, bir problemin boyutunu her yinelemede sabit bir faktdrle
azaltmanin bir sonucudur, Not: Bir logaritmik algoritma, tim girdisini veya
sabit bir oramini igleyemez; bunu yapan herhangi bir algoritma en az dogrusal

caligma siresine sahip oclacaktir.
Bir listeyi tarayan algoritmalar (Grmegin, sirall arama) bu sinifa girer.

Birgok bl ve fethet algoritmasi, drnedin, merge sort ve quicksort'un ortalama

durumu bu kategoriye girer.

Genellikle, i¢ ige gegmig iki déngl iceren algoritmalann verimliligini
karakterize eder. Temel siralama algoritmalan ve n = n matrisler Uzerindeki

belirli iglemler standart Grneklerdir.

Genellikle, i ice gegmig g ddngi igeren algoritmalann verimliligini
karakterize eder. Dogrusal cebirden birkag dnemli algoritma bu sinifa girer,
Bir n-elemanh kilmenin tim alt kiimelerini Greten algoritmalar igin tipiktir.

Genellikle "tstel" terimi, bu ve daha baydk baylime derecelerini icerecek

sekilde daha genis bir anlamda kullanilir.

Bir n-elemanh kiimenin t0m permdtasyonlann Ureten algoritmalar igin

tipiktir.
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* Big Oh Notasyonu:

Basitgce O(g(n)) bir kimedir ve en fazla g(n)
kadar buyuyebilen fonksiyonlari igerir. (Ayrica
O(g(n)) dedigimize gbére O'nun iginde n’nin bir
fonksiyonu olacak, yani n'li bir seyler)

Daha formal tanima gecersek;

Eger bir t(n) e O(g(n)) ise bir ny noktasindaki her
n degeri i¢in t(n), c.g(n)'den kiguk kalir yani

t(n)< c.g(n)’dir

ng ve ¢ burada O’'dan buyuk herhangi bir sabittir.

Eng: Abdulrahman Hamdi

« t(n) € O(g(n)) oldugunu gosterebilmek demek: bir ng >0
noktasi ve bir ¢>0 degeri bulabilmek demektir. Oyle ki bu
degerler igin t(n)<c.g(n) ve n 2 n, olur.

Cok Daha Formal:

Vardir oyle ki, her

| 11
t(n) € O(g(n)) & 3 ny>0, 3 ¢>0 I V n2n,, t(n) < c.g(n)
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on Daha Az Formal: * Not: nO noktasi illa burasi olmak zorunda degildir. ng
Eger t(n) € O(g(n)) oldugunu gosterecekseniz; burasi da olabilir. Nasil olsa bu noktadan sonra da t(n),
bir ny ve bir ¢ pozitif degerleri bulacaksiniz. Oyle c.g(n) ‘den kiguk kalmaktadir.
ki ng ‘dan buyuk her n igin t(n)<c.g(n) olacak.
s Ozet: O(g(n) :
cg(n) — Bir g(n) fonksiyonu ile ayni veya daha dusuk
t(n) bUyUme derecesine sahip fonksiyonlarin timu

* Bir sabit katsayi ve n degeri sonsuza giderken

ne -"J{ng}, 100n +5¢ D(nzj. %n(n -1y e G(uz}_

doesn't
matter

: n' g 0m?),  0.00001° €00,  nPen41g 0.

Big-oh notation: t(n) € O(g(n)).

Eng: Abdulrahman Hamdi
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100n + 5 € O(n?) igin ispat

100n +5<100n +n,n 25 ise

100n + 5 <101n

101n €101 n?

¢ =101, nO = 5 alinabilir

Soru: t(n)=3n2+4n-2 fonksiyonunun O(n?)
oldugunu gdésteriniz.

Coézum:

Oyle bir c>0 ve ny >0 bulacagiz ki, her n2 ng igin
3n?+4n-2<c.n? olacak.

n2ligin 4n < 4n? ve -2<2n? oldugundan ny = 1
t(n)=3n2 +4n-2<3n? +4n? +2n? =9n? olup

c=9 olur, yani bir ¢ degeri bulunabilir.

O halde t(n) € O(n?)

Eng: Abdulrahman Hamdi

* Ayrica not edin:

T(n)=3n2+4n-2 < 9n? <10 n? £ 230n2? <1000N? < ... ‘dir.
Yani bir tek C degeri degil, sonsuz C degeri bulunabilir.
Ama bize bir tanesi yeter.

Soru: Bir 6nceki soruda t(n)=3n2+4n-2 € O(n?) bulduk. Peki
ayni zamanda t(n) e O(n®) mudur?

Coézum:

t(n)=3n2+4n-2 < 9n? bulduk. Ayni zamanda 9n? < 9n3
oldugundan t(n) < 9n3 olur.

Boylece bir ng ve bir ¢ degeri icin t(n) < c.g(n) bulmus
oluruz. O halde t(n) e O(n3) diyebiliriz.

Hatta t(n)= 3n2 +4n-2 < 9n2 < 9n3< On*< Ons< ...
oldugundan ayni zamanda t(n) € O(n*),

t(n) e O(n®)...... hepsi olur.

Fakat biz genelde Ust sinirlarin en ktctgunu kullanirnz ve
bu yuzden 2. dereceden bir t(n) fonksiyonu igin

t(n) e O(n?) deriz.
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Soru: t;(n)=3n, t,(n)= %, t3(n)= 6n+8,

t, (n)=10000n fonksiyonlarinin hepsinin O(n)
kimesine ait oldugunu gdsteriniz.

Coézum:

t;(n)=3n < 4n

to(n)= % <In

t3(n)= 6n+8 < 14n alti ¢izili degerler c degerleridir.

t4(n)=10000n < 110000nN

Esitsizlikleri her n21igin dogru oldugunda bu
fonksiyonlarin hepsi O(n)'e aittir.

Not: ngilla her zaman bu sekilde 1 olmak zorunda
degildir. Siz isterseniz ny=2,3.... diyebilirsiniz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Teorem:

t(n) e O(g(n)) ve g(n) € O(h(n)) ise t(n) e O(h(n))

Kanit: Bir fonksiyonun Ust siniri igin bir Gst sinir vardir. Bu
fonksiyon bu Ust sinirin da altindadir.

t(n) e O(g(n)) oldugundan bir ny>0 bir ¢;>0 igin t(n) <c¢;.g(n)
g(n) e O(h(n)) oldugundan bir n;>0 bir ¢,>0 igin g(n) <c,.h(n)
Buradan t(n) <c,.g(n) < ¢;.c, .h(n)

O halde max(ng, n;)'den buyutk her n igin t(n) < ¢;.c;.h(n) olur.
O yuzden t(n) € O(h(n)) olur.
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Kanit:
Teorem:
t1(n) e O(g1(n)) ve t;(n) € O(g,(n)) olsun. {
Bu durumda t;(n)+ t,(n) e O(max(g;(n), g»(n)) (n) € O (g, () ise bir 0,30 e b 6,50 vde
Yani toplamlardan olugan bir fonksiyon igin O 031e ki her 0>No icio (o) < ¢.q(n)
degeri, bu toplama katilan fonksiyonlar icinde en é
yuksek O degerine sahip fonksiyonun O degeridir 2 (0) € O (g,(m) ise bir 1,50 e b ¢,50 voe
) + éﬁje ki her n >Ny igin fj_(n) £G.g,00)
Ornek:
g_gunbr toraf tovafe  toplonrsa -
.é (n) = 17 40 + 3.0 +n? ‘(:g () +t00) < Q. g,(n)‘fc,_ qa(n)
\ T < ¢ max (3|(n) gn(m)’f C,. max (gltn)/gl(n))

O(n3) 0(n2) O(n) ow 0
'é, )+ () € (c,+c9_).max(3|‘(n\,31(n))

t (n) €0 (ma" (nfn5 d,n, l)) nyve n,'den buyUk olan tercih edilirse ve c=cl+c2
£ e0&) alinirsa t;(n)+t,(n)<c. max(g,(n), g,(n)olur.
= O halde t;(n)+t,(n) e O(max(g,(n), g»(n)) olur.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Teorem (sabitin 6nemsizligi):

t(n) e O(g(n)) olsun. Bu durumda her k reel sayisi
icin k.t(n) e O(g(n)) olur.

Yani bir fonksiyonu sabit bir degerle carpmak
onun buytme oranini degistirmez. Daha énce en
fazla g(n) kadar buyayen bir fonksiyon, bir
katsayi ile carpilirsa yine en fazla g(n) kadar
buydur.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Kanit:

t(n) € O(g(n)) ise bir ny>0 ve ¢>0 vardir. Oyle ki V n2ng icin t(n)
<c.g(n)

- K negatif ise k.t(n) <t(n) <c.g(n) olacagindan k.t(n) e O(g(n)) olur.
- K pozitif olsun. Bu durumda yukaridaki esitsizlik k ile
carpildiginda yéna degigsmez. k.t(n) <k.c.g(n) olup k.c

yeni ¢ degerimiz olur. Buna ¢ diyelim. O halde k.t(n) <c.g(n) olur.

- Bu yuzden k.t(n) e O(g(n)) olur.



Asimptotik Analiz

* Big Omega Notasyonu:

t(n) e O(g(n))'de g(n), t(n) icin bir Ust sinirsa,
t(n) € Q(g(n))'de g(n), t(n) icin bir alt sinirdir
diyecegiz. Yani O ve Q) ifadeleri birbirine zittir.
t(n) e Q(g(n)) demek t(n) en az g(n) kadar buyuk
(daha da gidebilir).

Formal olarak:

t(n) e Q(g(n)) ise bir c>0 ve bir ny>0 vardir dyle
ki bu nO’dan sonraki her n igin t(n) 2c.g(n) olur.
Bir noktadan (n,)'dan sonra g(n), t(n)'i gegiyor.

Eng: Abdulrahman Hamdi

r Y
t(n)

cg(n)

doesn't
matter

.
o » N

Big-omega notation: t(n) € Q(g(n)).

n'in ny degerini alana kadar ne oldugu ile yani t(n)
mi bayUk yoksa c.g(n) mi buyuk ilgilenmiyoruz.
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Kanit:
=) t(n) e O(g(n)) olsun. Bu durumda bir ny>0 ve bir c>0 igin ve
her n2n, icin t(n) <c.g(n) olur

Teorem:

t(n) e O(g(n)) & g(n) e a(t(n))
Bu iki ifade birbirine esittir.

Bir fonksiyon (g(n)) bir fonksiyon (t(n)) igin bir Her iki taraf pozitif c'ye bélunurse g(n) 2 %.t(n) olur.

Ust sinirsa o fonksiyon (t(n)) de o fonksiyona Bu da g(n) € Q(t(n)) demektir.

(g(n)) bir alt sinirdr. <g(n) € Q(t(n)) olsun. Bu durumda bir n,>0'dan buyuk her n ve
bir c>0 igin

g(n) 2c.t(n) olur. Her iki taraf c'ye bélunurse % g(n) 2t(n) olur.

(yani t(n) < % g(n)) Bu durumda t(n) e O(g(n)) olur.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Ozet: Q(g(n))

2
Soru: t(n)= n? — 1'in Q(n*) 'nin bir eleman — Bir g(n) fonksiyonu ile ayni veya daha buyuk buytume
oldugunu gdsterelim. derecesine sahip fonksiyonlarin timu
Co6zim: Bir ng>0’dan sonraki n degerleri icin * Bir sabit katsayi ve n degeri sonsuza giderken
2
P 12c.n? n e ﬂ[nzj. %u(n —1) e ﬁ{nz}, but 100s +5 & ﬂ{ng}.

Olacak sekilde bir ¢ anyoruz. C= 7 alirsak

2'den buyuk her n degeri igin ( bu durumda ny=2

oluyor)
2 n2

n o
— — 12— saglanir
2 4

O halde bir ng=2 ve bir formul degeri bulup, bu
degerler igin t(n)'i g(n)'den buyuk kilabildigimizden

t(n)= 2 — 1 € Q(n?) diyebiliriz.

Eng: Abdulrahman Hamdi
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* Big Theta Notasyonu:

Bir g(n) fonksiyonu bir t(n) fonksiyonu igin hem
bir Ust sinir hem de bir alt sinir ise t(n) e ©g(n)
deriz.

Bir ny >0 ve bir ¢; >0 ve ¢,>0 icin her n2 ng
oldugunda formul oluyorsa c,.g(n) <t(n) < c,.g(n)
oluyorsa t(n) e ®g(n) olur.

c,8(n) <t (n) <cq g(n), n2n, ise

Eng: Abdulrahman Hamdi

C1g(n)

t(n)
ng(n)

doesn't
matter |

No

» N
Big-theta notation: t(n) € ®(g(n)).

t(n) e A(g(n)) ise t(n) e O(g(n)) ve t(n) e Q(g(n))
Kirmizi rengi g(n), t(n) igin bir Gst sinir.
Yesil rengi g(n), t(n) igin bir alt sinir.
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~ £(n) :—rﬁ—l e@(®)de  Gosterelim: Ozet: 0(g(n))
Cos — Bir g(n) fonksiyonu ile ayni biyume derecesine
\_B.r onceki Ornekle  gordik ki ‘é(ﬂ) L e de sahip fonksiyonlarin tima

Lialien * Bir sabit katsayi ve n degeri sonsuza giderken
2 2 ) - € ¥

p(yr:ca hee Vh 21 iin o) <0 dit (c-D 5” duumda € (a)<0 (a —an?+ bn + ¢, a > O ise B(n?) igerisindedir

n(n — 1) € O(n?)

.Sonuq olarak:
Ay <nt ( her n 32 igin) 0ldugundsn
B

1 a*< 1 1 o
" —n(n—1)=-n*——n<_n* foralln=0.
= { ()=0"_1 @ (#) obr: 2 20 2 "2
2 —nn—1)= 1"_lnb-lnz_lnln(foralln}21—1n3
=" TR =Rt T =A==y

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Asimptotik Biiyiime Derecesi igin Bazi Ozellikler

* fln) € O(f(n))
* fln) € O(g(n)), eger g(n) €Q(f(n))

* Eger f(n) € O(g(n)) ve g(n) € O(h(n)), ise
— fln) € O(h(n))

* If f,(n) € O(g,(n)) ve f,(n) € O(g,(n)), ise
— f1(n) + f,(n) € O(max{g,(n), g,(n)})

Eng: Abdulrahman Hamdi

Blyume Derecelerinin Karsilagtiriimasi

* O, Q, ve 0 yaklagimlari tanimlarinin birbirinden bagimsiz
olmasi sebebiyle iki fonksiyonun

buyUume derecelerinin karsilagtirimasinda pek kullanilmaz
* Bu iglem i¢in iki fonksiyonlarinin oraninin sonsuza
giderken limit yaklagimi daha uygundur
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Fonksiyonlarin Bliiyiime Oranlarinin Kiyaslanmasi
Diyelim ki g;(n)2g,(n) olsun (bir ny'dan sonra).

Bir t,(n) ve t,(n) fonksiyonlari igin eger

t1(n) € O(g1(n)) ve t,(n) € O(g,(n))

ise t;(n) fonksiyonu t,(n)'den her zaman daha
buyuktar diyemeyiz

t;(n)=n e O(n3) ve t,(n)=n2 e O(n?) ifadeleri
dogrudur ama t;(n) 2 t,(n) diyemeyiz. t,, t,'den
daha hizli bayUr diyemeyiz.

Ust sinirlar Gzerinden kiyaslama olmaz.

Eng: Abdulrahman Hamdi

Limit Yéntemi ile Kargilagtirma

Diyelim ki Ahmet'in en fazla 100bin TL'si, Mehmet'in en
fazla 10bin TL'si var. Bu durumda Ahmet'in Mehmet'ten
daha fazla parasi olmak zorunda degildir. Cinka belki
Ahmet'in bin TL'si, Mehmet'in 9bin TL'si vardir. Bu ytzden
O kullanarak bir fonksiyonu baska bir fonksiyonla buyume
orani agisindan kiyaslayamayiz.

Bunun yerine buylume oranlarinin kiyaslanmasini yaparken
“limit” kavramindan faydalanacagiz

0 t(n) biyime derecesi < g{n) bilylime derecesi

. t(n) - L - .
hmn_)oo _n) = ¢>0tn) blyime derecesi = g(n) bliylime derecesi
oo  t{n) bliyime derecesi > g{n) biyime derecesi

* flkiki durum : t (n) € O(g(n)),
* fkinci durum : t (n) € ©(g(n))
* Sonikidurum : t(n) € Qfg(n)),
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Limit Yéntemi ile Kargilagtirma Ornek:

L'Hopital Kuralr: %.n(n - 1) ile n?*fonksiyonlarinin baytme derecelerini

Eger r{l_r}c}o f(n) = ALHC}O g(n) = oo ve f',g" tdrevleri varsa karsilastiriniz
. fin) o fin) nn—1) 1 . p?—n 1 11
lim _  lim = im 22—~ —Z 1 -~ 1 — )= =
im g =g Jim P = lim = Jim == 5.

Cok buyuk n degerleri igin Stirling Formald Sonug sabit oldugu igin esit blylme derecelerine sahipler

'~ 27n (g) %n(rz — 1) e ®@?)

Eng: Abdulrahman Hamdi
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Ornek:

log, n ve y/n fonksiyonlarinin buyime derecelerini
karsilastiriniz.

(logy e) 1 1
—= = = = L =2log,e lim —
n—o0c n n— 00 (\/E) n—00 2\]/5 25 S ,ﬁ

log, n buyUme derecesi daha kuguktar

O halde +/n fonksiyonu, log,n fonksiyonundan daha
buyuk diyebiliriz.

Bagka bir deyigle zaman verimliligi log.n olan bir
algoritmayi zaman verimliligi v/n olan bir
algoritmaya tercih ederiz

Eng: Abdulrahman Hamdi

=0.

Ornek:
n! ve n? fonksiyonlarinin baytme derecelerini karsilagtiriniz

n n
. n! . 2mn (;) . n" . n\"
Im — = lim ————— = lim +/27n = lim 2an | — | =o0.
n—o0 M n—o00 on n—o0o 2 eh n—o00 Qe

n! Daha hizli bluyumektedir.
n! € Q(2")

Soru : {', (=34 +5 /onlwyonu mu yoksa £,(n)= 20 /’onks:;gonu mu
daha hizh éu;yir-?

Cd.!ﬂm-
2
/fm 3-unt+5 [, 3n™-3n /7', /8 =—'§-//‘mn

n->oo 20%\ n—oo 3n n-o>o Lo

=0 0/1//) ) anlw:yonu £(n)e gc"we daha hizh bl?ydlf



Algorithm
Analysis And
Design

Thanks for listening!

Eng: Abdulrahman Hamdi
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